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В работе, в единой постановке, как для обычных, так и для обобщенных потен-

циалов Рисса, порожденных оператором обобщенного сдвига ассоциированного с диф-
ференциальным оператором Лапласа-Бесселя, доказываются весовые аналоги второй 
теоремы Соболева. 
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Пусть lR - эвклидово пространство размерности )1( ≥ll , 0,0 ≥≥ km  
целые числа, ,2≥+ km   
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1 1sin sinm m kv v

k kd dα α α α+ +− −×   оператор обобщенного сдвига, поро-
жденный оператором Лапласа Бесселя [1]: 

( )
,

2 2

2 2
1 1

m k k

m m k
j

B
j j mj j j j

d d dx
dx dx x dx

γ
+

+

= = +

 
∆ = + +  

 
∑ ∑ , , 1, 0,..., 0,m k k m m kx R γ γ+

+ + +∈ > >  

( )1,....,,. m m kx x x x+ +′= , ( )1, ,...,m m kz z z z+ +′= , mRzx ∈, ′′ , , 1 ...k m k m m kγ γ γ+ + += + + ,  

vC - нормирующий множитель. 
Для полноты рассуждений, в случае 0=k  будем считать, что 
( ), 0,...,0k m kγ + = , m

kkm RR =+
+ ,  и yT обычный сдвиг: ( ) ( ).yxfxfT y −=  

     Пусть kmkkm +++<< ,0 γα , .0≥k  Рассмотрим обобщенный потен-
циал Рисса 
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   Отметим, что в случае 0=k α
γI  есть обычный потенциал Рисса [2]. По-

тенциалы Рисса с обобщенным сдвигом в шкале γ,pL  пространств были 
изучены в   [3]. 
Основные результаты работы содержатся в теоремах 1 и 2. 

Оценки в терминах интегральных характеристик. Положим 
m+k=n. Для каждого { }1,...1 −∈ nS , +

knR , разбиваем на прямую сумму про-

странств +
sksR , (точек ( )

snns xxx ,,
1

⋅⋅⋅=  с координатами
snn xx ,,

1
⋅⋅⋅ , где nnn s <<⋅⋅⋅<1  

и эти координаты фиксируются для дальнейших рассуждений) и 

( )
+

−− skksnR , (точек xs ′   так что ( ) +∈′=↑ knss Rxxx ,,  (см. в  [2]). 
        Пусть  

{ } { }( )mnnrangm ss ,,1,,1 ⋅⋅⋅∩⋅⋅⋅=  ,  { } { }( ).,,1,,1 kmmnnrangk ss +⋅⋅⋅+∩⋅⋅⋅=  
  Тогда −ss km , целые числа такие, что ,00 ≤≤ sm kks ≤≤0  и .skm ss =+  
 Если 0>sm )0( >sk ,то полагаем 
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        Тогда,   очевидно   
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        В случае 0>sk ,  положим 
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        В этих обозначениях также полагаем   
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+
+ =

ssss kkmks RR ,, , , ,s s s ss k m k kR R+ +
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, ,s s s sn s k k m k kR R+ +
′ ′ ′− − += . 

Далее, snks −′ ,γ обозначается и выбирается из равенства  

),( ,,, snksknk ss −′′ =↑ γγγ , а snsky −′ ,γ и ( )yd snks −′ ,µ из равенств  
sn
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++
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1
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соответственно. 
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  При этом считаем, что,  если ,0=sk  то множество },{ ,1 skimim +⋅⋅⋅+  

пустое, ,sms = )0,,0(, ⋅⋅⋅=sks
γ , 1, =sskyγ , ),,( 1 ss yyy ⋅⋅⋅=  и ( ) .1, sssk dydyydyd

s
⋅⋅⋅==µ  

Аналогично считаем, что если ,Sks =  то 0=sm , множество  { }1,..., smj j пус-

тое,
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1 skimims yyy ++ ⋅⋅⋅=  и ( ) =yd sks ,µ ski
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i
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Пусть { }1,...,1∈ −+ kmS  зафиксировано и sms jjNl ,{ ,1 ⋅⋅⋅=∈ },, ,1 skimim +⋅⋅⋅+ . 
 Совокупность всех функций, измеримых на +

sksR , и суммируемых в 

p –й степени с весом ski
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i
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1
 на множестве { } { }( )ξξ ≤∈≥∈ ++
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:: ,,  

при  любом 0>ξ , обозначим через ( ) ( ) ( ) ( )( )lvp
s
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s xAxA ∗

,, . 
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По определению функция ( ) ( ) +
+∈′=′ kkmssss Rxxxxxf ,,,,  принадлежит  

классу ( ) ( )lp
ssn xJ γ,

,− ( ) ( ))( ,
,
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Всюду в дальнейшем ( ), ,p v m k kL R+
+ − пространство функций, интегрируемых 

в p-ой степени  с весом 1
1 ...m m kv v

m m ky y+ +
+ + ,  

' ,sk n s
n s

p

γ
β α −

− +
= − . 

Из леммы С  работы [4],  в случае ( ) αω tt = , легко получаем 
Лемма С. Пусть 2,0 ≥+≥ kmk , { }1,...,1∈ −+ kms , ,0 mms ≤≤  

kkS ≤≤0 ,  smk sS =+ , ∞<≤ p1 , nkkm ,0 γα ++<< , 0.β >  

Тогда существует 01 >C  такое, что для любой функции ( )+
kn
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kn ,, ,
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∫ ∫  

Эта лемма с использованием теоремы1и теоремы1′из работы [5] по-
зволяет установить некоторые оценки в терминах ∗ΩΩ ,  характеристик 
функций, для потенциалов Рисса. Эти оценки являются отправным пунк-
том в установлении весовых аналогов второй теоремы Соболева. 

В дальнейшем 0=la , когда },{ ,1 smjjl ⋅⋅⋅∈  и lla γ= , когда },{ ,1 skimiml +⋅⋅⋅+∈ .
 
 

Теорема 1.  Пусть   2,0 ≥+≥ kmk , { }1,...,1∈ −+ kms , 

sS mks += , ,0 mms ≤≤ kkS ≤≤0 , ∞<≤ p1 , nkkm ,0 γα ++<< , 
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+′=↑ ∈  существует ( )( )xI αγ  и имеет место 

оценка 
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где   постоянная C не зависит от f  и ξ . 
Оценки (А) и (Б)  позволяют доказать совершенно новые по содержанию 
теоремы об обобщенных потенциалах Рисса,  в пространствах введенных 
в терминах ∗ΩΩ ,  характеристик, в частности в весовых γ,pL пространст-
вах [6]. 

О пространствах в терминах ∗ΩΩ ,  характеристик функций. 
По определению, функция ( ) ∞<< tt 0,α , принадлежит множеству 

( )*NN , если ( ) 0≥tα  и существует 0>ε  такое, что ( ) 0>tα  для почти 
всех ( )ε,0∈t ( )( )∞∈ ,εt . 
  Скажем, чтоα  принадлежит классу ( )*
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Рассмотрим 
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Таким образом, 
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Аналогично доказывается 

Лемма1. Пусть  1N∈ϕ , *
1N∈ψ  и   ( ) ( )∫=
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l dttx
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и соответствующие нормы эквивалентны.  
Легко видеть, что ( )tω  – возрастающая, а ( )tω~  – убывающая весовые 
функции. 

Для дальнейших построений нам понадобятся следующие вариан-
ты теоремы Харди-Литльвуда о максимальных функций. 
 Лемма 1. Пусть ∞<≤< qp1 .  Для  справедливости  неравенства 
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Лемма 2.  Пусть ∞<≤< qp1 .   Для  справедливости  неравенства 
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Теорема 2. Пусть nkkm ,0 γα ++<< , 2,0 ≥+≥ kmk , 
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или 

б) ( ) ( )∫
∞
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∞
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ξ

ψξω dtt~   где ∗∈ 1, Nφϕ  такие, что 
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то  существует 0>C такое, что для любой функции ( )( )+
+∈ kkmlp RxLu ,, ,||~ωγ  
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и для почти всех ( ) ,,s s m k kx x x R+
+′=↑ ∈  существует ( )( )xI α

γ и имеет место 
оценка 

( )( ) ( )( ) CRxLxfI
skslps ≤′• +

,, ,:, ωγ
α
γ ( )( )+

+ kkmlp RxLu ,, ,~: ωγ  

Докажем а). Пусть ( )( )+
+∈ kkmlp RxLu ,, ,||~ωγ

( )( )ψsn
pI ,=  и  выполняется )(X .  
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Учитывая теорему 1. и Лемму 1. получаем 
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 =С ( )( )+
+ kkmlp RxLu ,, ,~: ωγ . 

 Пункт а) теоремы 2  доказан. Аналогично доказывается б). 
Теорема доказана. 
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RİS POTENSİALLARI ÜÇÜN SOBOLEV TEOREMİNİN 
ÇƏKİLİ ANALOQLARI 

 
B.K.AĞARZAYEV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə vahid qoyuluşda həm adi və həm də Laplas-Bessel diferensial operatoru ilə 

assosiasiya edən sürüşmə operatorunun doğurduğu Riss potensialları üçün Sobolevin ikinci 
teoreminin çəkili analoqları isbat olunmuşdur. 

 
Açar sözlər: Riss potensialı, ümumiləşmiş sürüşmə, inteqral xarakteristikası, çəkili 

fəzalar, maksimal funksiya. 
 
 

SOBOLEV  TEOREM  FOR RIESZ POTENTİALS WITH  GENERALIZED 
SHIFT  AND  ALMOST  MONOTONOUS KERNEL 

 
B.K.AGARZAEV 

 
SUMMARY 

 
In this paper, weight analogues of the second Sobolev theorem are proved in a single 

setting, both for conventional and generalized Riesz potential generated by generalized shift 
operator associated with the differential Laplace-Bessel operator. 

 
Key words: Riesz potential, generalized shift, integral characteristics weight spaces, 

maximal functions 
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